ENS RENNES

Concours Droit-économie

Ce sujet zéro a été élaboré dans le cadre de la réforme du concours
d’entrée au département Droit-économie-management qui entrera en
vigueur a la session 2020. Anciennement appelé Concours D1, il
devient le Concours Droit-économie et il est régi par les arrétés suivants,

publiés le 17 mai 2018 :

- Conditions d'admission des éléves au concours Droit-Economie
arrété du 18-4-2018 (NOR > ESRS1800072A)

- Programme du concours Droit-Economie d'admission en premiére année

arrété du 18-4-2018 (NOR > ESRS1800073A)




Mathématiques appliquées et statistiques

Consignes :

— Lusage de la calculatrice est autorisé pour cette épreuve.

— Deux feuilles de papier millimétré sont fournies avec I'énoncé.
— Tous les exercices peuvent étre traités indépendamment.

— Une table de la loi normale se trouve en fin de sujet.

— La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies. Les
candidats sont invités a encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs.

— Aucun document n’est autorisé.



Exercice 1 (Quelques statistiques sur les habitations.)
On s’intéresse dans cet exercice a deux statistiques. Lune sur le nombre de logements construits et
l'autre sur I'évolution du chiffre d’affaires du secteur de la construction de batiments, en France.

1) Le tableau ci-dessous (source : INSEE) donne la surface moyenne et le nombre moyen de
pieces des résidences principales selon 'année d’achévement, en France pour 'année 2013.

année Nombre de ménages x; | Surface moyenne | Nombre moyen
d’achévement (en millions) du logement (en m?) de pieces
Avant 1949 7,43 944 4,1

De 1949 a 1974 8,36 81,8 3,8

De 1975 a 1981 3,27 21,5 4,1

De 1982 a 1989 2,43 97,3 43

De 1990 a 1998 2,52 21,4 3,9

De 1999 a 2012 4,05 98,3 4.1

(a) Quel est le type de cette série statistique (x;) ?

(b) Tracer son histogramme, en considérant que la premiere classe commence a I'année
1900. On prendra 2 mm en abscisse pour une annee.

(c) Quelles sont la ou les classes modales de cette série ?

(d) Calculer a partir du tableau la surface moyenne des logements.

(e) Déterminer le meilleur encadrement possible de 'année moyenne de construction.

(f) Peut-on calculer la surface moyenne d’une piéce, sur I'ensemble des logements ? (si oui,
la déterminer; si non, dire quels renseignements manquent.)

2) On s’intéresse maintenant a I'évolution du chiffre d’affaire du secteur de la construction de
batiments.
Le tableau suivant (Source : INSEE) donne l'indice de chiffre d’affaires pour la construction

de batiments. Lindice 100 étant fixé pour I'année 2010.

Année | Rang de 'année | Chiffre d’affaires | Année | Rang de I'année | Chiffre d’affaires
Xi Yi Xq Ui
2017 19 101,7 2007 9 104,7
2016 18 106 2006 8 95,2
2015 17 103,7 2005 7 84,8
2014 16 103 2004 6 79
2013 15 106,8 2003 5 72,2
2012 14 108,3 2002 4 69
2011 13 107,5 2001 3 63,9
2010 12 100 2000 2 58,3
2009 11 100,1 1999 1 53,3
2008 10 111,7

(a) Représenter le nuage de points associé a la série (xi,yi)i-1,...19 dans un repére orthogo-
nal. On prendra comme unité pour I'axe des abscisses 1 cm pour 1 année et pour I'axe

des ordonnées 1 cm pour 5 points d’indice.
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(b) Calculer la moyenne et la variance du chiffre d’affaires.

(c) Donner le coefficient de corrélation linéaire de cette série statistique. Un ajustement affine
est-il approprié ?

(d) Déterminer une équation de la droite d’ajustement affine de y en x par la méthode des
moindres carrés. Tracer cette droite sur le graphique.

(e) En déduire enfin une prévision pour 'année 2020.

(f) On effectue le changement de variable :
Vi€ {0;...;14}, wi = In(x;)
Présenter dans un tableau la nouvelle série (u;yi).
(g) Donner le coefficient de corrélation linéaire de la série (ui,y;). Un ajustement affine est-il
justifié ?
(h) Déterminer une équation de la droite d’ajustement affine de y en u par la méthode des

moindres carrés.

(i) En déduire une expression de y en fonction de x.

En utilisant cet ajustement, déterminer en quelle année on peut espérer que le chiffre
d’affaires atteigne a nouveau son niveau de 2008 ?

Quelle crédibilité accordez-vous a cette estimation ?

Exercice 2 (Etude de fonctions et variables a densités)
Soient n € N et a un réel strictement positif.
On considére la fonction ¢, définie sur [0; +o0o[ par :

n_,—ax

Pn(x) =x"e

et on note C,, la représentation graphique de @,,.

Partie 1 — Etude de fonctions.

1) Donner la limite de ¢,, en +oo.

2) Justifier que @,, est dérivable sur [0; +ool et calculer sa dérivée.
3) En déduire le tableau de variation complet de ¢,,.

4) ¢, admet-elle un maximum global sur [0; +oo[?

5) Déterminer les coordonnées des points d’intersections entre les courbes de ¢, et @, 1.
Quelle est la pente de la tangente a la courbe de ¢,, en ces points.

6) Tracer, dans un méme repére orthonormé dont 'unité graphique est de 3 cm, les allures de
Co, Cr etCyenprenanta = 1.

On placera les tangentes horizontales, ainsi que les tangentes aux points d’intersection.
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Partie 2 — Intégration.

On pose, pour tout n € N et pour tout x € R,
Gn(x) = J Qn(t)dt = J the *dt
0 0

On pose aussi, pour tout n € N,

+o00
I = J on(t)dt
0

1) Justifier I'existence de G, (x) puis calculer Go(x). En déduire la valeur de I,.

2) Araide d’'une intégration par parties, déterminer une relation entre G,..1(x) et G,.(x).

. n+1
En déduire que [, = TI"'
n!
3) Montrer finalement que, pour toutn € N, [, = preeg

Partie 3 — Variables a densité

On considére maintenant, pour n > 1, la fonction f,, définie sur R par

Xn71

fn(x) = ¢ (n—1)'e
0 six <0

¥ six =20

1) En utilisant les deux parties précédentes, justifier que f,, est une densité de probabilité.
On pose, pour tout n € N, Soit X,, une variable aléatoire dont la densité est f,,.

2) Reconnaitre la loi de X;, donner son espérance.

3) Calculer I'espérance de X,,.

Partie 4 — Le paradoxe de I'autobus

On attend a un arrét d’autobus.

La variable aléatoire a densité X,,, définie dans la partie précédente, donne le temps de passage du
n-eme autobus.

Pour tout réel t > 0, on pose N, la variable aléatoire qui donne le nombre d’autobus passés entre
linstant O et l'instant t.

1) Justifier I'égalité d’événements suivante en donnant sa signification en francais :
vn > 1) (Nt :TL) = (Xn <t< Xn-H)

2) En déduire que, pourn > 1, P(Ny =n) =P(X,, <t) — P(X,iq < t).
Et en déduire enfin que N suit une loi de Poisson de paramétre at.
Donner I'espérance et la variance de Nj.
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3) On suppose maintenant précisément que le temps entre deux passages d’autobus est en
moyenne de 10 minutes. Un individu arrive a I'arrét d’autobus a I'instant t = 100 pour prendre
'autobus.

Deux questions se posent :

— Combien de temps en moyenne va-t-il attendre le prochain bus ?

— Combien de temps en moyenne s’écoule-t-il entre le prochain bus et le bus qui a précédé ?
On peut démontrer (admis ici) que les réponses a ces questions sont respectivement 10 et
20 minutes.

En quoi ces valeurs sont-elles paradoxales vis a vis de la situation ?

Exercice 3 (Probabilités)

On s’intéresse au dépistage d’'une maladie puis de son traitement.

Partie 1 — Efficacité du test de dépistage.

Les résultats seront donnés sous forme de fractions.

On considére une maladie qui touche 2% de la population.
On a un test efficace a 98%, c’est-a-dire que :
— Le test est positif dans 98% des cas si la personne est contaminée.
— Le test est négatif dans 98% des cas si la personne n’est pas contaminée.

On prend une personne au hasard dans la population et on lui fait un test. On considére les événe-
ments suivants :
— C : « La personne est contaminée. »

— T : « Le test est positif. »

— E : « Le test donne une réponse erronée. »

1) Donner la probabilité P(C), ainsi que les probabilités conditionnelles Pc(T) et P=(T).
2) Calculer la probabilité que le test soit positif et que la personne soit contaminée.

3) Calculer la probabilité que le test soit positif.

4) Le test est positif, calculer la probabilité que la personne soit contaminée.

5) Déterminer la probabilité que la réponse du test soit erronée.

Partie 2 — Traitement.

On veut maintenant étudier un processus de vaccination afin de limiter 'impact de la maladie.

On prend un échantillon de n. personnes et on les vaccinent toutes. Chaque vaccin colte 5€. Aprés
avoir été vaccinée, chaque personne n’a que deux chances sur trois d’étre imunisée.

Ensuite chaque personne non encore immunisée regoit une dose d’un autre vaccin, dont la dose
colte 20€, qui imunise la personne une fois sur deux.

On souhaite estimer le colt de la vaccination de ces n personnes.
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On pose les variables aléatoires réelles suivantes :
— N : nombre de personnes non immunisées a la suite de l'injection du premier vaccin.
— M : nombre de personnes non immunisées a la fin du processus.
— C : coUt total des vaccins.

1) Déterminer la loi de N.
Donner I'espérance et la variance de N.

2) (a) Donner M(Q)).

(b) Soit k € [0;n], on suppose ici que (N = k) est réalisé, c’est a dire que I'on sait que k
personnes ne sont pas immunisées par la premiére injection.
Déterminer la loi de M, sachant que (N = k) est réalisé. (cela se note M(n—x) — ...).

Dans la suite du probleme on admettra que :

k) 1 ;
. 2 _ . (I)Z_k Si l g k
vkl € [0n]%, PrnayM=1) = { 0 sil>k

(c) En déduire, pour tout (k,1) € [0;n]? la valeur de P[(N = k) N (M = 1)].

Wl e [0n], P(M = 1) = (”)( ) (_) (_)
% W\ \e) 3

(b) Montrer que, pour 0 < 1< k<, (1) (%) = (1) (3)-

3) (a) Montrer que

(c) En déduire que

vle [o;n], P(M =1) = (“) (1)“‘21 (n—l) (1)1« (%)nk/l
y TL 1 6 — % G 3

(d) En déduire que M suit la loi binomiale de parameétres n et 13

4) (a) Exprimer le colt C des vaccin en fonction de N et de n.

(b) Calculer 'espérance et la variance de C.
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Mathématiques appliquées et statistiques

Correction

Exercice 1 (Quelques statistiques sur les habitations.)
1) (a) Il s’agit d’'une série statistique univariée quantitative continue.

(b)

500000 ménages

années
1900 1949 19751982 1990 1999 2013

(c) La classe modale est celle présentant la plus grande densité : c’est la classe 1975-1981.

(@) 743X 944+ 8,36 x 81,8 43,07 x 91,5 + 2,43 X 97,3 + 2,52 x 91,4 + 4,05 x 98,3

743 +8,36 43,27 + 243 + 2,52+ 4,05

une moyenne de 90,9m-.

~ 90,9. Soit

(e) La moyenne la plus basse possible sera obtenue en supposant que toutes les résidences ont été
contruites pendant la premiére année de la classe et la plus grande la derniére année.

7,43 x 1900 + 8,36 x 1949 + 3,27 x 1975 + 2,43 x 1982 + 2,52 x 1990 + 4,05 x 1999
7,43+ 8,36+ 3,27 + 243+ 2,52 + 4,05

7,43 x 1948 4+ 8,36 x 1974 + 3,27 x 1981 4+ 2,43 x 1989 + 2,52 x 1998 + 4,05 x 2012
7,43 4+ 8,36 + 3,27 + 2,43 + 2,52 + 4,05
Donc I'année moyenne de construction est entre 1952 et 1977.

~ 19528

~ 1976,9

(f) Il suffit de faire la surface total (en millions de mz) divisé par le nombre total de piéces (en millions) :

7,43 x 94,4 4+ 8,36 x 81,8 + 3,27 x 91,5+ 2,43 x 97,3 + 2,52 x 91,4 + 4,05 x 98,3
743 % 4,1+ 836 x 3,8+ 3,27 x 4,1 + 2,43 x 4,3 + 2,52 x 3,9 + 4,05 x 4,1

~ 227

Soit 22,7m? en moyenne par piéce.



2) (a)
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(d):y=292x+61,8
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1 2 3 4 5

o
(b) §= w;yi—‘?ho

1 _
(€) O = ﬁinyi—xy ~88 r=
i=1

Comme r

linéaires plutét qu’une. Lajustement affine ne semble donc pas indiqué ici.

d) a=

2
0%

2

19

0_2

Y

6

7 8

9

10 11

19
1 _
= > uyf -y ~8625,5
i=1

(oF
XY~ 0,86
Ox Oy

12 13 14 15 16 17 18 19 %

> 0,7, l'ajustement est assez bon mais le graphique semble montrer deux parties

Y~ 2926tb =7 — ax ~ 61,8

Une équation de la droite d’ajustement affine de y en x estdoncy = 2,92x + 61,8.

(e) Prévision pour 'année 2020 : y = 2,92 x 22 4+ 61,8 = 126,0

il 1 1 23] 456717 8] 9 [ 107 11 [12] 13 ] 14
w| 0 1069 1,1 [1,39]1,61]1,791,95[2,08] 2,2 | 2,3 | 2.4 |248| 2,56 | 2,64
Ui | 53,3 | 58,3 | 63,9 69 |72,2| 79 | 84,8952 [104,7 [ 111,7 [ 100,1 | 100 | 107,5 | 108,3

(9) Le coefficient de corrélation linéaire de la série (ui,y;) estt’ ~ 0,94. v~ 0,88 donc la corrélation
est assez forte et le nuage de point est globalement linéaire. La régression linéaire semble étre
indiquée.

(h) De la méme maniére qu’a la question (d), une équation de la droite d’ajustement affine de y en u

est:

y=244u+422

(i) On en déduit que y = 24,4 In(x) + 42,2.

y > 11,7 & 2441In(x) +42,2 > 111,7 & 24.4In(x) > 69,5 & In(x) > 2,85 & x > e>®
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Comme e>% ~ 17,3, on peut estimer que qu’on retrouvera le niveau de 2008 a partir de I'année
2016.

D’un point de vue mathématique, I'estimation est plut6t crédible car la corrélation est assez forte
et I'estimation est proche de la période utilisée pour produire I'ajustement. Cependant, on ne peut
s’empécher de remarquer que, dans le tableau, en 2016 le niveau de 2008 n’a pas été atteint.

Exercice 2 (Etude de fonctions et variables a densités)

Partie 1 — Etude de fonctions.

1) D’apres le théoréme des croissances comparées "T en(x) =0.
X—+00

2) x — —ax est dérivable sur R, a valeurs dans R et x — e* est dérivable sur R donc x —— e~ ¥

est dérivable sur R . Or x — x™ est dérivable sur R, donc ¢, est dérivable sur R, et,sin > 1,

eL(x) =nx" e ™ —axMe ¥ = (n— ax)x™ e ™
@o(x) = —ae™
, n
3) pp(x) > 0= n—ax>0&=n>ax & x< —cara>0

a
Sin>1,¢/(x) =0 (n—ax=00ux“‘1 :O) = (x:%oux:Oetnzz).

X 0 —+00
@o(x) = _
_aefax
]
9o(x) \
0
1
X 0 — —+00
a
@1(x) 1 + 0 —
e’
0 0
Sin>2,
X 0 n 400
a
(pTll(x) 0 + 0 —
(3) e
@n(x) / ¢ \
0 0




n .
4) Vu le tableau de variations précédent, ¢,, admet-elle un maximum global sur [0; +oo[ en a qui vaut

o (3)= () e

5) @n(x)— @nii(x) =0 & xMe X —x" e =0 = x"e ¥ (1—x) =0 &= (1—x =0oux™ =
0)& (x=Tou(x=0etn >0)).
Pn(0) =0"e X0 =0,sin >0, et gn(1) = 1Me ! =2,
Donc toutes les courbes des ¢,, se coupent au point de coordonnées (1,e”“) et la pente de C,, en ce
point est @/ (1) = (n—a)1™ Te ! = (n — a)e .
Et toutes les courbes des ¢, sauf celle de ¢ se coupent au point de coordonnées (0,0) et la pente
de C,, en ce point est @/ (0) = (n — a)0™ e %< clest-a-dire 0sin >2et1 —asin=1.

6)

y
1
——
§\
— T
0 xCo
1 2 3

Partie 2 — Intégration.

1) @, estcontinue sur R, donc G, (x) existe.

GO(X) = JX toeiatdt — J’X e*atdt — [e_at:|x _ e_ax B LO _ ﬂ
0 —a

1—-0 1
Donc [y = J»T Go(x):T:acara>O.

2) On integre par parties :
—at

t— " et x — étant de classe C' sur R, on a

Gt (x) :J e atqt
0

e—at x X e—at
— [tnﬂ} _J (n+ 1)t ——dt
—a Jp 0 —a

— 0
ey I

—a —a a Jo
e ™ n+1
= x4 T Gu(x) carn+1>0.
a a
Or Iim Gn(x) = I, et, d'aprés le théoréme des croissances comparées, lim x""'e™% = 0 car
X—+00 X—400
a>0.
, n+1 . n+1
Donc lim Gni1(x) =0+ lim Gn(x)donc L1 =—I,.
xX—+00 a X—+00 a

@



3) Montrons par récurrence sur n € N la proposition

n!
!

1 0
» D’apres la question 1) Iy = = d donc Py est vraie.

» Supposons P, vraie pour unn € N.

1
L1 = %In d’aprés la question précédente.
- n+1 n!
T a X an+1
Mm+Tn! m+1)!

aa™t! T gqni2

d'apres Pp.

donc Py est vraie.
n!

FinalementVn € N, I, = presg

Partie 3 — Variables a densité

1) D’aprés le tableau de variations de @1 de la question 3) de la partie 1, la fonction f;, est positive.
Elle est aussi continue sur R* (car ¢,_1 est dérivable sur R, donc continue) et

r“f _ a“r“’ AN U S )
T e, T T o T T
d’aprés la question 3) de la partie 2.
Finalement f,, est une densité de probabilité.
1XO —ax —ax :
2) f1(x)=¢ @ ﬁe —ae six >0 donc X; suit la loi exponentielle de paramétre a.
0 six <0
1
Donc E(X) = —.
a
at a™
3) Vx >0, [xfn(x)| = xfn(x) = mxne_ax = m@n(X)
+00 +00 +00
Or J x"@n(t)dt converge, donc J [tf,(t)|dt converge et J [tf,(t)|dt aussi. Donc I'espé-
0 0 —00

rance de X;, existe.

+00 +o00 n n +0o
E(xn)zj tfn(t)dtzj ‘chn(t)dtzc‘.jo on(t)dt

Partie 4 — Le paradoxe de I'autobus
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1) (N{ = n) est 'événement « n bus exactement sont passés entre I'instant O et I'instant t ».
Et (Xn <t < X,.1) estl'événement « al'instant t, le n-iéme bus est passé mais pas le (n+1)-iéme ».
Il s’agit bien du méme événement.

2) Sile n-ieme bus arrive aprés l'instant t, alors le (n + 1)-iéme aussi. Donc (X1 < t) C (X, < 1),
donc

t
=P((Xn <)\ Xny1 < 1))
= P(Xn < t) - P(Xn+1 < t)
Et
t
P(Xn <1) :J fn(x)dx
t a™
an t
aTl
1(t
(Tl — ])' n 1( )
an an+1
Donc P(Ny=n) = ——Gn_1(t) — ——Gu(t).
(n—1)! n!
Or, d’aprés la question 2) de la partie 2,
—ax ‘]
vneN, Gu(x) = e + &Gn(x)
a a
Donc
an an+1 e—at n
P(Ny=n) = e ”'GTH (t) ' <—t“ P —Gn1 (t))
aTl antnefat an
B e*at(at)ﬂ
- nl
—at n
DoncvVn > 1,P(Ny=n) = eTE'at)'
' t
DeplusP(Ny =0) =P(X; >t)=1-P(X; < t) = I—J ae” Ydx = 1—[—6_‘”‘]; =1—(1—e 9 =
0
ot € %(at)’
¢ ol

Finalement Ny suit une loi de Poisson de paramétre at, donc E(N¢) = at et V(N) = at.

3) Le 10 semble dire que, peut importe combien de temps est déja passé depuis le passage du bus
précédent, le temps d’attente moyen lorsqu’on arrive a I'arrét sera de toute fagon de 10 minutes.
Le 20 semble dire qu’en plus de cela, I'effet semble étre le méme dans le passé, le bus précédent est
passé en moyenne 20 minute avant l'arrivée du suivant soit en moyenne 10 avant notre arrivé a l'arrét
de bus.
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Exercice 3 (Probabilités)

Partie 1 — Efficacité du test de dépistage.

1) D'apres I'énoncé P(C) = 0,02, Pc(T) = 0,98 et P&(T) = 0,02. Donc P(T) = 1—P(T) =1-0,98 =
0,02.
298 1%

=— X — = ——— d'aprés la f I ilité des.
100 X 100 = 70000 d’aprés la formule des probabilités composées

3) Comme (C,C) est un systéme complet d’événements, d’aprés la formule des probabilités totales, on a

2) P(TNC) =P(C)Pc(T)

2 98 98 2 392

P(TANC) 392 196 1

P(T) 10000 © 10000 _ 2’

4) Pr(C) =
5)

P(CNTUCNT)=P(CNT)+P(CNT) carCNTetCnTsontincompatibles.

P
= P(C)Pc(T) + P(C)P=(T) daprés la formule des probabilités composées.
P(C)(1 —Pc(T)) + (1 —P(C))Pc(T)

2 98 2 2
= 700" " 700’ 7" 700700
2, %8 2, 2
100 100 1007~ 100

Partie 2 — Traitement.

1) On répéte n fois I'expérience : « vacciner une personne »
* les épreuves sont indépendantes.
+ la probabilité de succes, c’est-a-dire que la personne ne soit pas immunisée, est de %
» N désigne le nombre de succés.
Donc N — B(n,%).
T n 1
EIN)J=nx-=—=¢etV(N)=nx =
(N)=nxz=3etV(N)=nx 3
2) (a) M(Q) = [0;n].
(b) Soit k € [0;n], si (N = k) est réalisé, on répéte k fois I'expérience : « vacciner une seconde fois
une personne »
* les épreuves sont indépendantes.
* la probabilité de succeés, c’est-a-dire que la personne ne soit pas immunisée, est de %
+ M désigne le nombre de succes.
Donc M(n=k) <= B(n,%).



(c¢) Soit (k1) € [0;n]?,

PIN=k)n (M =1)] = P(N =Kk)Png(M = 1)

OO 6 (W=
((OCE =

sil>k

3) (a) Soitl € [O;n],

n

PN =k)n Z =)l

k

n
k=0 —0si k<l =l
n

n\ /k\ /1\*/2\"*
> () (1) <6> (3>
K\ Kl n!
( )(1) - W) Uk—1!  Uk=1!(n—k)!
n |

- n! (n—1) B n!
(1) <k—l) Un—0! " k=Dlmn—T— (k=1  Uk—-Dln—kK)!
—_——

e (35~ () (7).

(c) D’apres les deux questions précédentes, on a

m=0=3 ()06 6

DECIRE”
0
XOI0FAGRIONC

n k/+1
n n—1
-6
k’=0
(d) D’aprées la formule du binbme et la question précédente, on a

0= () () (+3)” () () ()

De plus M (Q) = [0;] donc M suit la loi binomiale de paramétres n et %.

3> enposantk’ =k — L.

4) (a) n personnes regoivent n vaccins a 5€ puis N personnes regoivent les vaccins a 20€.
Donc C = 5n + 20N.

(b) E(C) =E(5n+ 20N) = 5n + 20E(N) = 5n + 20 x % _ 35%
2
(c) V(C) = V(51 + 20N) = 20%V(N) = 400 x 9n 8090n
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